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hin mftterieller Pnnkt beschreibt eine ebene Cnrve, dargestellt dnrch die Gleich' 
r = a tang i>, 
in der ä- den Winkel ansdrückt, welchen der Leitetrahl r mit der Axe der z macht, 
Wirkung einer Kraft, die constant gegen den Ursprung der Coordinaten gerichtet ist. 
die Geechnindigkeit in einem beliebigen Punkte der Trajectorie zu bestimmen, sowie di< 
des Leitatrahl nnd der Anomalie von der Zeit festenstellen. 

Benntzt man, nm znm Ansdmck der Kraft zn gelangen, das Verfahren, wie es in der 
Physik von Thomson nnd Tait" angegeben ist, ao erhält man 

X = r cos tt y = r sin !>, 

somit dnrch Differentiation nach der Zeit t 

dx dr „ . „ d* 

^- = -- cos d — r sin * T-, 



«nd dnrch zweite Differentiation 
d*x d»r 






, dr d& ,^ /d{^V . „ , d»& „ 

! — V- cos » — r I - - I sin * + r T-— cos ft, 

dt dt \dt/ ' dt* 



ergiebt sich, wenn die letztere mit P bezeichnet wird 
d'r 



sin & die in der Richtung des Leitstrahls r genommene Ere 



Das Princip der Flächen liefert 

r-d» = cdt. 

■^- dr d& 

, also mit Benntzong des gegebenen Princips 

dr _ ^ dr 

dt ~" r' ■ d»' 
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igativ, so ist dieselbe attraktiv^ 
i Zeichen erscheint. 

^ -, V ^ Vo sei. üieraiis 

mte mit dem Leitstrahl bildet, 
ist nach bekannter Formel 



-g, somit tang a. = - 



nefflllt« Normale bezeichnet 
irieder fBr r ^ a, p 



^5 



Die Kraft wirkt also anziehend. Setzt man die Anziehung für die Entfemnng 1 =s -^ |j,y so folgt 



— -_ 1 /2a» ^ 3\ 

— — H- /2a« + 3) Vr* ' TV* 



(2a« + 3) 
Für r = a, folgt 

_ P =r ^^ = ^ 

a» (2a* -f 3) a 

gieich dem Quadrat der Geschwindigkeit getheilt durch den Leitstrahl. 

Um die Geschwindigkeit zu hestimmen, benutzen wir die Gleichung 



j, _ ds« _ dr» + r^dd» dd« 
^ ~ dt« "~ d*2 • ^t« 



d*« c» 
."^^ ^* dt"^ = 1^' *' ^'^^^ 



" = (dF^ + ^) r^ =[(— T-J + ' J r-^ 
aus welcher Gleichung, nach BertLcksichtigung des Werthes von c, folgt 

Man erkennt, daß mit wachsendem r die Geschwindigkeit sich dem Grenzwerthe ~t= nähert. 

v/5 

Als Funktion von ^ gewinnt man für v den Ausdruck 

▼ = y ^ • % yj{l + cotg ^^y + (cotg ^)». 

Es hätte sich auch y» mit Hülfe des Princips der lebendigen Ejräfte gewinnen lassen, wdches die* 
Gleichung liefert: r 



V« - Vo* = 



-2 / V (r) dr, 



'o 



jn welcher Gleichnng <p (r) den Absolntwerth der anziehenden Kraft darstellt. 
Angewandt anf das vorliegende Beispiel, ergiebt sich 

r 



V» - v„» = 



7* — Vo" 



5 Vr* "^ r^ a»/' 



ans welcher Gleichung nach einfacher Bednktion der oben aufgestellte Werth für v wieder folgt. ' 



v=' 



Die Bestimmung der Centripetalkraft = — erfordert die Bestinunang des Krümmungshalbmessers. 

P 

•dr\«l 1 

2 



['• + m '- 



r 



_ 9 (^Y _ il^ 

• Vdö«/ ^ d»« 



6 



dr r^ 4- a* 

Es iat ~ == ■ , somit 

dd* a. 



['' + i%y] ^=h^^'+ ''''' + **> '' 



femer d^ __ 2r dr 2r 

dfl^ ~ "ä d^ ^ ä 



t-~ r^=r.('' + *^ 



^ " d-^ = ~ 1^ ^' + *^ 



r« -L 2 I — I — r — = 2a* -I- 3r*, 
folgHch , 3^^, ^_ a*) 1 v^ 1 3 2 1 3r« + 2a* 



1 ^(p + + ^ 



= ^ a»v„ * . -. 



Fttr r = a folgt Centripetalkraft — 






a 



v/5 



c*r 



Man konnte auch die Centripetalkraft gewinnen aus der bekannten Gleichung cp (r) = — j, 

worin p und y (r) die bereits bezeichnete Bedeutung haben. Diese Gleichung liefert in Verbindung 
mit der Gleichung c = p . v 



y2 r 



© (r) = — . , 
P P 



« V* p 

also — er: - . (B (r). 

p Y ^ 



p isty wie schon früher entwickelt, gleich 

r* cos ^d- ar- 



^/a» + r* cos ^d yr^ + Ba^r* + a*' 

V» _ p . , , ^ 1 t. a 1 /2a* \ 

- - 7 !? W ^r* + 3a*r* + a* ' 5 ^ ""^ * F^ V7^ ^" V' 



welche Gleichung durch Eeduetion wieder auf die obige Form führt. 

Da — == sin a ist, wenn mit a wieder der Winkel bezeichnet wird, welchen die Tangente 
r 

mit dem Leitstrahl bildet, so führt die Einsetzung dieses Werthes auf die bekannte Gleichung zurück 

= c5 (r) sin a. 

Bezeichnet man mit s die Sehne, welche durch die Richtung der Attraktionskraft im Oskulationskreise 
der Trajektorie angegeben wird, so ist 



V* 



— P sin a = 



V* 



somit (nach Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, Th. IH., Cap. L, § 11) 

V« = - i 8 . P, 

welche Gleichungen, nach der angegebenen Quelle, sich unter der Form schreiben läßt 

V« = — 2P , -^ 8, 

wodurch für die Geschwindigkeitshöhe — s sich ergiebt 

4 



1 — _ l!v - 
4*~~2P'"" 2 a 



/a« y a« 



«in Ausdruck, der von den Canstanten v^ frei ist. 

1 1 

Für r = a ist — s = — a, wie a priori zu erkennen war. 

Die Beziehung zwischen der Zeit und dem Radius rector wird durch das Prinzip der Flächen 
gegeben. r*dt> = cdt. 



somit . 1 „ dO" . a r 



s 



. dt = ~ . r* v^ dr = - . —-^^ — - . dr, 
c dr c r^ -f- a* 



r = r 

2 







r = r. 



^-—A dr 



a / a (r — rA)\ 

t — to = - I r — r„ — a . arc tang — -— — I 

c \ a* 4- r ro / 



a^ + ^ xo 

Wird die Zeit von r = an gerechnet, so ist t^ = zu setzen und es folgt 

a / r\ 

t = — Ir — aarc tang —I. 

Ffir die Zeit, welche verfließt von r = 0, bis r = a, folgt 



'^ = I (* - ^ • ?) = '' 
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Die Differenzialgleichung zwischen Anomalie und Zeit ist 



a« 



dt = — tang 2^ d* 
c 




^''^'='-^f{J^^-') 



a . „ . , ^ 

„ dö- 

c " 



= — (tang 0- — ^) "{' const. 
c 



Wird die Zeit von d = an gerechnet, so ist die Constante = zu setzen und man erhält 



a^ 



t = — (tang {> — d). 






0-l> 

10 ergiebt sich 



a tang 9 

mznfngen, welche Ritt giebt: Probl^mea de gtom^trie 
da cercle de rayon a parcoure la droite perpendico- 
le ä ce cercle mobile des tangentes par le pole, les. 



0. 



boide nnter der Einwirknsg einer Kraft, die gegen 
r Kraft festmatellen und die Bewegung des Ponktes 



beschleunigenden Kraft, so giebt das Frincip der 



i'"' 



en rMd- = c dt, die bekannte Gleichnng folgt 
ihren Pol, ist 

I alt, A 

glich - 



" b -|- a sin *' 



b CDS ^ 

-f- a sin *)*' 
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Durch Sabstitiition dieses Werthes in den Ansdnick für den Werth des Integrales F dr, erhält man 




Durch Differentiation beider Seiten der Gleichung nach r, ergiebt sich der Werth von F. 
Nnn ist 



ferner 



Id. /r — aV 4a /r — aV 



* _ 2r — a 



folglich 



d . 2r — _a, _ 2a /2a 3\ 

* • dF • r* "^ F« \T^ ~ tV' 

_ac2r3_2a_2^ / r — a VI 

= ?=|.' [- i + 3. . i. - ?^-!^ . i + ^.. - . V i]. 

Von den vier Straften wirkt die erste abstoßend, die zweite anziehend, die dritte abstoßend; so lang& 

b 
a > ~=, die vierte attractiv für ä > b. Wird a = b, d. L bildet der Conchoide beim Pole eine 

Spitze, so vereinfacht sich der Ausdrack der Kraft. Es wird 

2c* / 1 o 1 3a« 1\ 

Die Constante c bestimmt sich ans der Gleichung c =: r^v^ sin a. 

.Es ist 

d^ r sin 2{> br 1 

tang a = r -— = — 



dr b cos i)- r — a J^^ a)* b** 

somit 



sin a = — b . 



y/{r — a)* [(r — a)« — b«] -f- hh*' 

Nimmt man an, daß die Geschwindigkeit v^, bei der Lage des Punktes r^ = b, -^ h, eine 

Sichtung hat, die nach der Seite der Polaraxe gewandt ist, welche den Polarwinkeln ^ > ^ ent- 

spricht, so ist die Wurzel mit negativen Vorzeichen zn nehmen, woraus folgt für r = a -f- b, sin a 
= 1. Setzt man somit für r^ = a -f b, v = v^, so folgt c = (a -f h)Y^, für b = a, c = 2aVo. 

Die Geschwindigkeit folgt aus der Gleichung 



V« 




To 



• ••» ••• 

• • • * • 






.¥^ 



■1 



• : 






!' 



f< 



2)., 



Sab + 2b »]l. 



^)] 



nt man, daß im 
I 4Vg* nähert, 
rreicht hat, folgt 



^wickelten Werthe 



' den wachsenden 



_b«' ^y' -b» 



Ferner sind die ajjgemeinen Integrale 



' J 7 v'y"^"* ~ b *" "" ~" r — a' 

2a log (r — a + ^/(r — »)■ — b=), 



a r-=Ä 



i* 



V(r — a)' — b", 



venn man wieder znr Abktti^nng für y gleich den WertL r — a snbstitnirt. Dabei 



t - t. - - 



r=^a-f 



^/(r - a)« — b' 



+ ??-' log (r - a + ^/(r - a)' - b') + ' v/C 



;, _ a)' — b= + - 



oder 



, _ t, = i [.= aro CO. = ^-^ ^- 2ab log " " " + v'"' ~ "' - "' +b ^ 

ird die Zeit v 
a erhält man 

2V(, L 



Wird die Zeit von dem Uomente an gereclmet, wo r =2 a -|- b ist, so ist t 
Für b = a erhält man in diefiem speciellen Falle nach Einsetzang des Werthes voi 



a arc cos — 
' r — a 

Drückt man r durch seinen Werth — ^^ ans, so geht die Gleichung c dt 

die Differentialgleichong zwischen Zeit and Anomalie 

a, = 1 C+.'fn' d», 

c \ ain # / 

- = U.i^+.IÄ + •■]-• 

woraus dnrch Integration folgt 

t = - — b- cotg a + Sab log tang 5^ * -f a^& + const. 

Wird die Zeit von der Lage des Punktes an gerechnet, die dem Winkel d 

«0 wird die Constante gleich . — , somit 

c 3 

t = - T— b* cotg «■ -I- Sab log tang ^ Ö- + a* (# — |) \ 
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Verlegt man die Polaraxe aus ihrer urspränglichen Eichtang in die Richtung, welche der Lage 



7C 



des Radius vektor r = h -f- * entspricht, so ist für d-, — -f- O-i zu setzen, in Folge dessen die Zeit 
ausgedrückt wird durch die Gleichung 



c 



1 -f taag 2- 
h« tang *i -|- 2ah log r-^ + a**i 



1 -j- tang 



' ^1 



Für b = a, nach Substitution des Werthes von c 






a 



2v. 



1 + tang - *i 

tang ^1+2 lo^ j f- *i 

1 — tang - *i 



I ' 



m. 



Ein materieller Punkt bewegt sich auf einer Kreisevolvente unter der Wirkung eines Kräfte- 
centrums, welches im Pole der Curve liegt. Der Ausdruck der Kraft soll bestimmt werden. 

Die Geschwindigkeit an einer beliebigen Stelle der Bahn wird gesucht, so wie der Leitstrahl 
als Funktion der Zeit. 

Aus der in Nr. ü. angegebenen Gleichung 



/- = -^[(a44)'+M 



fol£^ durch Differentiation nach r die bekannte Gleichnng 



r« Vr ^ d** r) 



Wir benutzen dieselbe, um die Intensität der Kraft festzustellen. 

Die Polargleichnng der Ereisevolvente ist, wenn man den Badins des Kreises mit a bezeichnet^ 



^^^J^JZJL- 



arc tang = 



_ ^r« - a* 



a 



a 



Durch Differentiation folgt 



dr 



d» = r^ - -"l . = "ll. 

\a r / * y/r^ — a* 

durch weitere Differentiation nach ^ folgt 



2 



a 



2 



dr, 



ar 



d*r = a . ^ . , . ■ 

dr ./r* — a* 



dr d». 
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Zieht man dr aus der vorhergehenden ffleichnng und setzt den Werth in die letzte Gleichung 
ein, 80 erhält man 

d*^ _ £ / r \ ftr 

r ~ * • dr Vr« — aV * Jr« — a»' 



Famer is 



also 



d*r * dr \y/r* — av * J\ 

dr • y^r« - a» "^ Vy/r« - aV ' 
dh- 



= — a* 



Da 



d»r (r« — a«)«' 

i. 1 _ _ 1 ^ 
d^ * 7 "" "" r« d*' 

d« 1 2 /dr\« 1 d«r 



1 — 1 ^^V — i 
' r "" r» Vd*/ ? 



dd« r r» \d*/ r« d*« 

dr d^ 

ist so folgt nnter Berücksichtigimg der anfgestellten Werthe von j^ nnd ys^ 

dir dir' 

^ 1 — 2a« a* 

d*« ' r ~^r« — a«) "^ r(r«. — a»)*' 
Hiernach ist die Intensität der Eraft 

c« ri 2a* "I »* 2 r 

^ ^t^ 17 + r(r« — a*)J "^ r(r« — a«)» "" ^ ' (p* — a*)«* 

Bestimmen wir die Constante mit Rücksidit auf das Yerhältniß, daß die (Geschwindigkeit nm-^ 
gekehrt proportional der Normale ist, welche vom Eräftecentmm anf die Tangente gefällt ist, daß ist 

V = — . Bezeichnen wir den Winkel, welchen die Tangente mit dem Leitstrahl macht, wieder mit a, 

so ist p = r sin a. 
Nun ist 



d» Jt\ — a« . Jr» — a* 
a = r . y- = I . , Bin a = 1 , 



dr a 



dsQier p = y/r* — a*. Sind daher r^ nnd Vo zwei znsammengehörende Werthe, so ergiebt sich 



Es ist 



c = Vo y/ro * — a*. 



Fdr 



nnd 



also 



V» 



Folglich 



V* = - 2 / 

= *' xSm ' 7/ + r»J "" *' (r«(r« — a») + pj =" r» — a»' 
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D 8» r — — — ^— — — 

Da die Polarsubtangenten der Kreisevolvente gleich , also, da cos a =: — , gleich --Jr^ — a* 

cos a r a V 

ist^ nnd die Polarsnbnormale gleich dem Qaotienten aas dem Quadrat des Leitstrahls und der Polar- 

ar 

subtangente ist, gleich . ^ =, so ergiebt sich für den Quotienten aus Polarsubnormale und Polar- 

y r — Ä 

subtangente der Werth -r =. Bezeichnet man diesen Quotienten mit Q, so folgt v* = -^ Q. 

r'^ — a' a' 

Das Quadrat der Geschwindigkeit ist also diesem Quotienten proportional. Da femer der Krümmungs- 



radius p = Jr* — a* ist, so folgt v = — , d. h. die Geschwindigkeit ist umgekehrt proportional 

^ P 

dem Krümmungsradius. Aus letzterer Gleichung ergiebt sich unmittelbar der Werth der Centripetalkraft 



"T — 73 — -!> 

P p (r2 _ a«)2 

d. h. die Centripetalkraft ist umgekehrt proportional der dritten Potenz des Krümmungshalbmessers. 
Es ist die Tangente 

r 

also Quotient aus Tangente und Polarsubtangente = ^ j, folglich ist die Kraft 

F - c^ " - c« '-:.=L= ^ _ c^ Tang. J. 

' (T^ ^ ^y~ ^ • ^r^ — a^ • (^r« — a«)* ~ ' Polarsubtang. ' p»' 

d. h. die Kraft ist proportional dem Quotienten aus Tangente und Polarsubtangente und umgekehrt 
proportional der dritten Potenz des Exümmungshalbmessers. 

Die vorstehende Gleichung läßt sich auch schreiben 

P » c . P 

d. h. die Kraft ist proportional dem Leitstrahl, und umgekehrt proportional der vierten Potenz des 
Krümmungshalbmessers. 

r r^ 

Schreibt man endlich für , ^ =, -r — , o t so nimmt der Ausdruck für die Kraft 

Jr* — a* r* Jr* — a* 

die Form an 



( r \ 3 i 1 



r 1 

^^ / 9 9 == -; — ist, folgt 

y^r« — a* sin a 



P = 



c« 



r* . p . (sin a)*' 

ein Ausdruck, der sich allgemein entwickelt findet „Recueil d'exerciees sur la m6canique rationelle par 
Saint-Germain'', p. 138. 
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Die Be2dehang zwischen Zeit und Entfernung des Beweglichen vom Attractionscentrum ergiebt 

dr 

sich aas den Gleichungen r* d* = c dt, und dd = — */r* — a^ somit 

ar ^ 

dt = — . r v/r* — a* dr, 



ac 

r = r 



also 



—;/-'-" 



r=ro 



Wird die Zeit von dem Momente an gerechnet, wo r^ = a ist, so ist 

to = und v(ro* — ^Y = 0, 
also 1 . 

Aus dieser Gleichung ist mit Leichtigkeit der Flächeninhalt des Sektors zu berechnen, der von den 
Leitstrahlen r = a und r = r begrenzt wird. Bezeichnet man den Flächeninhalt des Sektors mit A 
so existiren die bekannten Formeln 

r 

dA = i r« dö- = i c dt . 
2 2 



r=r t=t 

dt, 

r=a r=a t=0 






somit 



^ = I • 3^0 n/C^* - *^' = Ta v/(''* - »V. 



VL 

Die Kraft, mit welche ein materieller Punkt gegen ein festes Centrum gezogen wird, w^'d 

ausgedrückt durch die Gleichung 

f 
P = — = 

V^r*' 

in der f eine Constante bedeutet, und r die Entfernung des Punktes vom Centrum. Die Gestalt dar 
Bahn zu bestimmen für den Fall, daß der Punkt in der Entfernung a vom Attraktionsoentrum die 
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Qescbwindigkeit t^ =s S y - — ^ besitzt^ und diese Geschwindigkeit mit dem Leitstrahl einen Winkel 

Ton 30 <> bfldet 

Die Gldchnngen der Bewegung ergeben r* -- = c. 

dt 

r=r 



/dr 



6 

r=a 



Dvreli Integration folgt ans der letztown die Gleiehnng 



. _ vo« = 3 f (^ ,p - ,-,y 



4 1 

Da nach Vomuwtzong Ta' = ;r ^ • "7^ üt, so redndrt sich dieselbe auf 

3 y/a» 

4 1 
V» = ^ f 



3 v^r»- 

dr^ -4- r^ d^' 

Setat man für v* den Werth -~-= und eliminirt dt* mit Hülfe der öldchung r> d* = c dt, 

dt* 

80 folgt 



r« '^ r* Vddj ~ 3c» • ^r»' 



also dr 

d» = 



r 



väv.--.- 



Es ist c = a Vq sin a, also nach Substitution der gegebenen Werthe gleichl/£ ^^. Führt 

man diesen Werth von c in die Differentialgleichung ein, so geht dieselbe über in 

dr 

Setzt man Jr = u, so folgt — s= , folglich 

^ r u 

du 
d* = 2 . 



.y*.-.- 



U 

Die Integration ergiebt "^ — 1 

* = 2arc sin 1- const., 

u ' 



v' 



a 
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2 yl-i 

^ = 2 arc i^in ■= f~ const. 



säao für u wieder Jr gesetzt, 

V: 

Ist für r = a, ^ = *Q, so ist const = ^o — ^^^ ^^ 

'Vi-' 

^ -j- 60® — *o = 2 ajrc süi ■= — 

'Vi 

Verlegen wir die Polaraxe um einen Winkel gleich 9-0 — 60®, setzen also * -f- 60® — ^^ = ^u fo^&t 



O"! = 2 arc sin 



v^ 



also 



a 



rO--r 



a 
Der Minimalwerth von r ist gleicli —r, derselbe entspricht dem Bogen 0*1 = — jr, mit wach- 

16 

sendem d-i wächst auch r und wird unendlich für ^i = tt. 

Um die Gleichung zwischen Leitstrahl und Zeit aufzustellen, eliminiren wir aus den Gleichungen 

dr 

r* d» == c dt und dO- = / 7= 

'V'Vl - ' 

das Differential dd*, so folgt 



dt = i 



r dr 



v^ Vi - '• 



4 
Wir setzen 



--= = ß, ^r = u, aus welcher letzten Gleichung abgeleitet wird r dr = 2 u^ du und 

y Ä 

erhalten so 



o u* du 

dt = ^ 



c ^/ßu — r 

Durch successive Beduktion ergiebt sich: 



/u »du 2 r « , . r u »du "I 



/u «du 2 r r u du "1 
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/u du 2 1 , ' C dl 

du 2 

Somit: 

"iiSdu 2 .r r s . 3 , , 8 ,16 

;^|r^ = TßV/ßu - 1 [u3 + - a» + -, u +^ 

Führt man für u und ß die betreffenden Werthe wieder ein, so erhält man 





oder, da c = y — y* 



const., 



a 
Rechnet man die Zeit von dem Minimalwerthe von r ^= — - an, so wird die Constante gleich 

16 

a 
Null, von dem Werthe von r an gerechnet, der dem Winkel ^i = entspricht, nämlich r = — , 

4 

3^/3 4 -— 
wird die Constante gleich =^ — — 1/ _ Y/a\ 

Um die Zeit zu bestimmen, welche verfließt, während der Leitstrahl den Weg beschreibt von 
^ = bis fl-i = -, ist r = a (1,5 -f- v/^) zu setzen, wodurch man erhält, da 1/1,5 -f J~i 

= 1 + y/C^5 ist. 

T = ^ yi V^^ [y3 + 2 f2 {2 (1 + x/Ö;5)3 ^ 0,6 (1,5 ^. y/S) 

+ 0,2 (1 + ^/o;5) + 0,1 > — 0,6], 
oder da l/ ^ + 2^/2=1+ y^ 2 ist, 

T = ^ yi J/^ [(0,5 + ^Ö3) (31 -f 21 ^^) — l,5j =-- yi J^^ . 3,55... 

Durch Einfahrung des Werthes von r aus der Gleichung der Curve in die Gleichung r* d^ 
= c dt, ergiebt sich die Differentialgleichung zwischen Zeit und Anomalie 



dt = 



16c (l — sin —V' 
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Um dieselbe zu integriren, setzen wir 1 — sin — = y, so folgt 



2 dy 



*i 



ddi = — *i, oder da cos — = J2j — y*, dfti = 



2 



2 



— 2 dy 

v/2y - y«' 



Hierdorch bekommen wir 



dt 



^ _ a« ^y = _ i -1/3 */äJ ^y 

8c y* ./2y — y» 8 V f ^ y« /2y _ y*" 



y* y/ay 



y* v^2y 



Daher 



t =. Vf^ l/i . V^[ ^J. (5 4- 3y 4- 2y* + 2y») + const. 

280 y t y4 



m.^^y^..-^^^.. 



t - v^i' V- • 

9«n V f 



C08- 



280 ' I /■, . *r\* 

(^ - 8«! j) 

Eechnet man wieder die Zeit von ^^ = an, so wird 



12 — 13 sin -i 

2 



. ^3 



+ 8 (.. ly - . (.. I) 



-|- const. 



3 ^ /3 4_ 
const. = _ — y _ ^^7, 



daher 



4.— .— 

3 



70 » f 



COS — - 

2 



L 



4 1 



c 



? ( 



12 — 13 sin $ + 8 sin -^ — 2 sin — *' 

2 ' 2 2 



) 



— 3 



Wird das Anziehnngsgesetz durch die Gleichung 

f 
P = 



V^^ 



,8 



2 v/f 
ausgedrückt und ist für r = a die Geschwindigkeit v == v^^ = —r^ mit einer Richtung^ die einen 

^a 
Winkel von 90^ mit der Richtung des Eadiusvektor bildet, so folgt 



r=rr 



V* = v/ — 2f 




8 



r=a 
4f 4f 



r> + r' W «'v"' 

dr 

dd- = , / 4f Z. 

'V-' + f'^/" 

= kVq Bin a ^ 2 \/t Ja.*. Dm-ch Eluffihnmg dieses Werthes gebt die O-leichnug 



■VQf 



r 3 



■V, 



,/a^ 



2 n : y/a» — 2 

# =s — arC SIB : — =: -)- CODBt., 

3 n : w'a' 

tf = 5" arc ain ■ 4- const. 

VG)' 

r =^ a, tt = 0, 80 wird die Constante gleich '-, also flir ft — x^, h gesetzt, 
»1 = — arc sin , — 

VG)' 

3,— 
a y/l 
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Der Minimalwerth von r ist gleich a und der zugehörige Polarwinkel gleich — — , mit wach- 

3 

sendem di wächst auch r und wird unendlich für v)»! = — r. 

o 



f 

Wir gehen dazu über, für die aus dem Anziehungsgesetze P = ~7= und der festgesetzen In- 



n/ 



r 



tensität und Bichtung der Anfangsgeschwindigkeit resultirenden Bewegung die Centripetalkraft zu 
bestimmen. 

Es ist 

dr 
\ dö" 



wie oben entw^ickelt, hieraus durch nochmalige Diiferentiation 

d^r 



di> 



2 



= F-'V^Vh-S-'OV^-'> 



somit 



(^y + r' = *r* ^/l 



2 

Vdi^7 



©) - " - "' v^ - ^■ 



hieraus folgt als Werth des Krümmungshalbmessers 

3 >. /— N 3 






d'r 

4f 

Das Qaadrat der Geschwindigkeit ist gleich r ?=, die Centripetallu'aft also , absolut genommen, 

o y'r 



2a» ^ 



a 



f 



Für das Anziehungsgesetz P =^ '-== und der angenommenen Intensität und Bichtung der An- 



>/ 



r 



fangsgeschwindigkeit ergiebt sich 






dp 

6 
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alao 



1^ +'• -'•■(:-)" 

» (I)' = - - ■ Cr)^ + -. 



folglich 



9 



- (9^ 



4r» ^r 
P - 3 = T^ ^ 



-& 



^a» (3 ^a» — \/r») 



4f V« . 3_y:!!jZi!L' _. 2f 



also da v * == -^=, ergiebt sich Centripetalkraft = — =.£. 4 //rVs für r --= a, 

v/' ^^ '' y(ä) 



a t/a 



\/' 



T. 

Auf welcher vertikalen Curve muß ein nur der Wirkung der Schwere unterliegender materieller 
Punkt sich bewegen , wenn der Quotient aus Centrifugalkraft und Geschwindigkeit constant und zwar 

gleich — sein soll, unter der Voraussetzung, daß die Geschwindigkeit mit der Horizontalen einen Winkel 
ff 

von 45^ bildet, wenn die vertikale Entfernung des Punktes von der durch den Ausgangspunkt der 

g3 

Bewegung geführten Horizontalen gleich -- ist. 

Nimmt man den Ausgangspunkt der Bewegung zum Ursprung rechtwinkliger Coordinaten, die 
durch denselben geführte Horizontale zur Achse der x, die Achse der z im Sinne der Schwere, so 
erhält man nach dem Principe der lebendigen Kräfte 

V* — Vq* = 2gz — 2gZo 

und für Zq = 0, Vo = 0, 80 folgt 

V* == 2gz. 

3 

Femer soll sein — : v = — , somit durch Einführung des Werthes von p = — ^^^ — , '"^ — ^ und 

p g dx d'z 



des Werthes von v = y/Sgz 



y 2gz 



2gz == . 



3 
1 (dx* -f dz«)T 



g dx d^ 



23 

dz d'z dp dp 

TJm zu integriren, machen wir — = p, so folgt -=— = -r- = p v-r ^Iso 

dx dx^ dx dz 

r g p . dp 

oder 

dz P dp 



g ^2gz (1 + p2)^ 

woraus durch Integration folgt 



3} 



v/2gz _ 



1^ V^l + P 



+ const. 



g3 

Da für z = ~ die Geschwindigkeit mit der x- Achse einen Winkel von 45^ bilden soll, also 

4 

einen Winkel , dessen Tangente gleich 1 ist, so wird die Constante aus der Gleichung gegeben 

1 1 

"7= = "7=^ + const, somit const. = 0, also 
y/ 2 y 2 



W' 



oder 

1 



2 



Durch Auflosung dieser Gleichung nach dx folgt 



' z 



•daher 



dx = y gS dz, 

j 2-^ 



»o* «rS 



VI- 



z 



V&T'^Z ff' 
-r Z* -f -5- *rC cos = I ^^^ 5 -|" const« 
I o 

Da für X = 0, z =s ist, so ist die Constante gleich Null. Femer 



Vg* g^ 

~- cw^ wo — , — .= — arc cos = 5 — , 

I . 2 4 

also 



= -V^-»' + 



X == — 1/ TT 2 — z- -|- — arc cos = — ri — . 

4" 

Die Gleichung einer Cycloide. Der Radius des rollenden Kreises ist a = ^. 

4 
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Die Beziehung zwischen Zeit und vertikalem Abstände des Pnnktes von der x -Achse folgt aus 
der Gleichung 

also 



2gz, 



dt = dz y 1 + diä, 



ü 



oder^ da 



2gz 



dx 
dz 



= v. 



I 2 



dt 



— ö V g^z 



. dz. 



1^ 



Da bei der herabsteigenden Bewegung die Werthe von z wachsen, so ist, so lange dieselbe 
dauert, das positive Wurzelzeichen zu nehmen. Somit 



z = z 



t — 



■.-\ 



lif^- 



. dz 



z = z. 



t - to = 



2 



arc cos = r — — arc cos 

?! 

4 



4 



Wird für z^ = 0, t^> = gesetzt, so folgt 



--I 



g^ 
4 



arc cos = 



E 



3 



— t: 



g 



8 



Für den tiefsten Punkt der Bahn ist z = ^, folglich ist die Zeit, welche verfließt, während 

das Bewegliche den Bogen vom Ausgangspunkte bis zur tiefsten Stelle der Bahn durchläuft^ 

7C . g 



ti = 



2 . 



Da bdi der aufsteigenden Bewegung die Werthe der z abnehmen , so ist bei der Integration 
für die Quadratwurzel das Minuszeichen zu nehmen, folglich ergiebt sich 

8 



t- t - ?^ 



arc cos 



5 arc . cos = = — 



4 



g 
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Aus der letzten Gieichong folgt, daß die Zeit, welche verfließt, während das Bewegliche i«ii 

TT . ff 

Bog^i vom tiefsten Punkte bis zum Horizontalen zurücklegt, ebenfalls = ' ist. Die Dauer einer 

2 

ganzen Schwingung ist also = g . ?r. 

Für die Centrifngalkraft erhält man den Aosdmck 




V» 



s » V g 



p 

Dieselbe erreicht das Maximum, wenn das Bewegliche den tiefsten Pnnlct der Bahn erreicht und ist 



an dieser Stelle gleich y ^ • 2 = &• 

Die Normalcomponente der Schwere ist gleich 



- yrTiiEii=vf. 



^^-^ 



Man erkennt, daß die Normalcomponente der Schwere gleich der Centrifugalkraft ist, der Größe 
und der Kichtung nach. Daher ist der auf die Cnrve ausgeübte Druck 

an der tiefsten Stelle ^er Bahn ist N = 2g, 

Als Geschwindigkeitscomponente in der Eichtung der Schwere ergiebt sich aus dem Vorher- 
gehenden 



-iV^Vl'- 



und da r- = — . — , so folgt als Geschwindigkeitscomponente in der Richtung der x- Achse, d. h 
dt dz dt 

in horizontaler Richtung 



d.x \/—l 2 - ^ /^ 2z /v«\« 

Tt = yi!_^-^v^ • yi --z = ~ = (yj, 
I ^ 

ieJso gleich dem Quadrate der Centrifugalkraft. Dieselbe wird an der tiefsten Stelle der Bahn gleich g'. 
Um die Beschleunigung in der Richtung der x- Achse zu finden, differentüren wir die GMchung^ 



-- = — z nach t, und finden 
dt g 



g -dt - gW^ Vy- 



Es sei — N die Reaktion der Curve, und X der Winkel, welchen dieselbe mit der x- Achse 

bildet, so ist *n 

d^ 

^ = - N cos X, 

also 

1 d*x 



— N = 



cos X * dt»' 



:^^'M^ 




1 

cos X 



=V'+©"=y? 



I ¥ ~ ^ 

irf die Carve ausgeübte Druck = — ( — N) s= 2 i/_ Jz, ein Kesoltat, welches 
rhergehenden anf andere Weise gefnndeu ist. 



VI. 

reicher vertikalen Curve mnl^ ein, nnr der Wirkung der Schwere unterworfener Punkt sich 
n die Centrifugalkraft zur Normalcomponente der Schwere sieb wie 3 : 1 verhalten soll? 
lefamen die positive Achse der z der Schwere gleich gerichtet, so giebt die Gleichung 
1 Kräfte 

f* — V,,- = 2g (z — Zo)- 
' — ägZo = k*, Bo folgt V* = 2gz + k*. 
nfgabe erfordert die Gleichung 

t' dx 

- = 2g ~, 
fj da 

ds' 
üchtignng des Werthea von p = v - j , folgt hieraus 

, d'z 

'' ds-= = ^^' 

«titutlon des Werthes von v* 

(2gz + k*) 2 = 2g, 

Heichnng folgt 

d^ /, . ^\ _ 2g 

dx' " V "^ dxV 2gz + k"' 
itton 

log (l + ^) = loff [dl' i^' + 2gz)'| 

instante bedeutet, oder 

/dz\» » 

1 + (^ j = d[* (k* + 2gz) . 



dz 
Bestimmt man die Constaute aus der Bedingung, daß für z = z^, ~-^ == a ist^ so folgt 

^0 

/l I q2 1 

dl = V ^^ , oder setzt man a =^ tang er, di = — r . 

— —2 • v^» cos y 

Durch Auflösung der obigen Gleichung nach dx erhalten wir 

dz 

dx = ' 

y'di^ (k^ -f. 2gz)2 — r 

also z = z 

dz 



^ 




(k« + 2gz) 



z==Zo 



X — Xo = 2~ [log {dl (k^ 4- 2gz) + yd,« (k« + 2gz)^ — 1} -, 
log {dl (k« + 2gz,) -f- ^d|^ (k^ + 2gz,)2 — l}]. 

Unter Berücksichtigung des Werthes von dj = 1. iT und der Gleichung k^ -f- 2gZo = Va* 



folgt 



V ** 



Vo^ i_ j\/'l + a" 



X — Xo = , log 



2g ^/l + a- l Vo' 

— ^^, log (,— +T^ + a). 



(k'^ + 2gz) -i- y^-r^' (k^ + 2gz)« — li 



V 2 
Um die Gleichung zu vereinfachen, beiücksichtigen wir, daß -;f- die Fallhöhe ist, die der Punkt 

2g 

ohne Anfangsgeschwindigkeit freifallend zurücklegen muß, um die Geschwindigkeit v^, zu erhalten. 

k2 

2g 



Bezeichnen wir dieselbe mit s, so ist 77^ = s — z^. Wir verlegen den Uraprung der Ordinaten in 



der Richtung der negativen z-Achse um die algebraische Summe s — z^, setzen demnach z = Zi — 

1 



t2 
2ff- 



y/l + a^ ist nach dem Vorhergehenden , wo y den Winkel bezeichnet, welchen die im 

Punkte x^, z^^ an die Curve gezogene Tangente mit der Abscissenaxe bildet, somit 

^ Z / ! , i log (v'I + a^ -f a) = s cos (p log ^ — . 

2g . y'l -[- a^ ^ ^ ^ 1 — sin y 

Wir verlegen ferner den Ursprung der Abscissen in der Richtung der positiven x um die algebraische 

cos 2J , , , cos <p 



Summe Xn — s cos o log r — » setzen also x = x, + x^ — s cos '^ log 

^ *1 — SlU'^ ^ ^1 — 

erhalten so 



sin 9 



und 



xi = s cos 'f log i- \/(' — ?L_ y _ 1 

^ Ls cos y ' y Vs cos <x>J J 



^^ ? I ^ s cos z 






zi = " *'°" '^ I e ^ "^"^ ? H- e ^ <=°^ 'f 
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HeichnDg einer Eettenlinie. Der höchste Pnnkt der Cnrve hat die Ordinate s cob f. Ist 
ist die Oeflchwindigkeit im Pimkte s^ Zq parallel der Horizontalen, so ist diese Ordinate 

oder in Beziehang auf das alte CoordinatenHystem == z,. Ist gleichzeitig die Oeschwin- 

groß, wie sie der materielle Punkt durch freien Fall in der Vertikalen von der x-Achse 
^ankte Xg, z^ erlangt hahen würde, so ist Vg^ sz 2gZg , in Folge dessen k* = 0, also 

. drittens gleichzeitig x„ = 0, wenn z gleich z. ist, so ist il, — a cos » log ^— 

1 — Biny 
lomit Xi ^ X und die Gleichnng der Cnrve würde 



(2x _ 2x\ 



er Fall. 

orhergehenden haben wiv angenommen, daß die zä bestiinmende Curve die < 

axe Zukehren soll, und wir setzten deßhalb den Erümmungshalbmeeser mit dem positiven 

1 aber die Cnrve die concave Seite der Abscissenaxe zokeliren, so ist der Krämmnngs- 

It dem negativen Zeichen zn nehmen nnd wir erbalten die ßleichnng 



^0 + £)^ 



dx' ■ \ ~ dx*/ k» + 2gz' 

Integration folgt 



log (l -f —^ = log [c, - * (k* + 2gz) "], 
leichnng Ci eine Conatante bedeatet. Zur Bestimmung derselben setzen wir wieder för 
= a ^ tang y und finden 



1er obigen Gleichnng folgt 

iz. _ y»! — c,' (k- + 2gz)' 
äi c, (t' + 2gz) ' 



- 2f) 

' + 2gz)> 



J J v*' - «■' *' ■ 



Durch SabBtitniraug der Werthe von cj folgt 

^^ 2i V v.'(l + a")+ 2g' 

oder 

Die Oleichimg eines Kreiaes, dessen EadiuB R = " ^ ^ s ./l + a 

2g ^ 

man für -^ den Werth von s ein, bo geht Bie Aber in 
2g 

(X — x„ ~ as)» + (z + a — Zo)" = b»{1 + a»). 

Die Ordinate des Mittelpunktes ist z„ — s, die AbBcisae desselben gleich x^ -f 

man demnach den TJrspmng des CoordinatensysteiDS in den Mittelpunkt des Kreises, nnd 

nenen Coordinaten mit S|,, z,, so geht die Gleichnng über in x,* + z,^ = b'(1 + 

Geschwindigkeit Vp im Punkte Xn, z„ horizontal gerichtet, so erhält man x,* + 2,' = 

Es ist 

V = ./k' -J. 2g (z — z,) 



Da der Radicandna der Wnrzel nicht negativ werden kann, so erhält man zur Bestimmn 
werthes von z die Bedingung 

8 — z„ — z > 

oder s — z^^ > z, 

d. h. der Absolntwerth der negativen Ordinate kann den Werth s — z„ nicht fiberstei 
wird eich der materielle Fnnkt nur auf dem Halbkreise bewegen, welcher unterhalb de 
liegt, die dnrch den Mittelpunkt des Kreises geführt ist. 

Ist Vo* = 2gZ(, so ist der Minimalwerth von z = 0, ist v^' < 2gz„, so ist 
werth von z gleich z^, — s. 



vn. 

Auf welcher in einer vertikalen Ebene gelegenen Cnrve mnß ein materieller P 
der Wirkni^; der Schwere unterliegt, sich bewegen, wenn der aus der Schwere anf dii 
lirende Dmck proportional sein soll der Entfemnng des Pnnktes von einer gegebenen vertik 

Wir nehmen die gegebene Vertikale zur Achse der z und die positiven z im Sinni 
80 folgt 

dx 



nng bezeichnet, also 



^' 1 



=|, indem för x, - g:eselzt 



-1.ii(' +n"-'>'''' ). 



Wertih als untere Integrationa- 
md man erb&lt 



— x'. 

ist die Asymptote, die Spitzen 



Um d^ Gesammtdrnck featznsteUen, den die Cnrve erleidet, ist die Bereclmiiii^ der Centri^al- 
knft erforderlich. Es ist 



■sV- 



- q*S« 



ds* qi* ,/l — q*K'' 

1 + (^y = j- 



0+sr 



y/l — lV 



Wird die Gieschwindigkeit v^ für z,j gleich t/^gz^ gesetzt, so erliält man v' = 3gz, somit 



wird die Centrifngalkraft 



■— j- ^ mit Beriicksichtignng des Werthes von q, gleich 



S l'« 



g + v'^' 



--.]. 



Die Centrifngalkraft ist also gleich der doppelten Normatcomponente des Drackes multiplicirt mit dem 



Faktor 



^■gs _ c«x' 



log 



g + y/g' 



nnd da Centfifngulkraft und Normalcomponente der Schwere 
im Vorher- 



in entgegengesetzter Bichtnug wirken, wenigstens bei dem Zweige der Tractorie, den 
gehenden lediglich betrachtet haben, so ergiebt sich als resoltirender Drnck 
2g 



N = ex 



v^*- 



, log 



S + v'8^* ~ '^ 



--] 



vm. 

Anf der Außenseite eines in einer vertikalen Ebene gelegenen Kegelschnittes rollt ein materieller 
Pnnkt, welcher nur der Wirkung der Schwere nnterworfen ist, herab. Es soll der Ort bestimmt 
werden, wo der Pnnkt die Curve verlassen wird. 

Die gemeinschaftliche Scheitelgleichong der Kegelschnitt« ist 



: px qr 



2a 
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Erster Fall. Ea sei die Achse der z vertikal und entgegengesetzt gerichtet der Schwere. Der 
Punkt wird an der Stelle die Curve verlassen, wo die Centrifugalkraft gleich und entg^engesetzt 
gerichtet ist der Normalcomponente der Schwere, woraus die Gleichung resultirt 

v^ dx 

7 ^ ^ dS" 

Wird die der Lage x^, z^ entsprechende Geschwindigkeit v^ gleich k gesetzt, so folgt 

Y^ = k^ ^ 2g (z, — z) 

-= ^^ (I + ^0 - z). 

k* 

Wir setzen 7; 1- z^, =^ zj, so folgt 

2g 

V* = 2g (zi — z). 

Das Abspringen wird somit an derselben Stelle erfolgen, als wenn der Punkt mit der G^chwindigkeit 

gleich Null die Anfangslage zi verläßt. Zi ist immer kleiner als b zu nehmen. 

ds ^ v^ ijT 

Es ist p = - — TS-- Durch Einführung der Werthe von v^ und p in die Gleichung — = 2: — 

•^ dx d^z * p '^ds 

geht dieselbe über in 

d^z 

ds 



2 (zi ^ z) — == 1. 



Die Gleichung z* = px qp -- x^ giebt durch Differentiation 

^a 



P 
P ^ 

dx "" 



dz a 



dx* 
ds* 



V^^ "^ i ^" 



p [p + 2 (2 :n ^ x) + 1 (^ zp 2) x^] 



d*z p 



2 



daher 



^^'- 4 ■ (ypx r, i ..)■■ 



d^z 
ds^ 



■=-y.^\^-p + K^=-!') + .-(H^)"- 



Da die Centrifugalkraft gleich und entgegengesetzt gerichtet sein muß der Normalcomponente 
der Schwere, so ist vom negativen Vorzeichen abzusehen und die Bedingungsgleichung wird 

wzn i 

2 (Zi — z) V X« •_ . « /« _ P _\ . 1 /P ■ o\_, = 1. 



y.=jL'-p+K.=p^)+Hr=^0' 



9 



eine Gleichung 6. Grades in Bezug auf x. 






(f&f 



83 



Wird aber för T/px qr — x*, z gesetzt, so geht dieselbe über in 



P* 
2 (z, — z)'' 



z _« . /^ _ 2p\ _, = 1, 



p' + 0=p|)« 



eine GHeichang 3. Grades in Bezog auf z. Wird dieselbe aufgelöst, so ergeben sieb die Werthe yon x 
ans der Gleicbnng der Onrve. Wir ordnen sie nnd finden 



^4 zp -^ j z» -f. 3p'z — 2p«zi == 



. 2p ^ 2p = 0. 



•t/ P''i 1 / p^i' P« l/-l^ i / P*zi* P 

V._2p-fV/. 2p\''4-/. 2p\» +V . _ 2p— V /. 2p\«4-77"^ 



< 



i'-ri(^^?)-+o^?)'^p-?-iO-?r{«-i)" 



p' 



oder dnrch Ezponirung des Faktors . 2p 

4 zp — 
a 



z 




2b* 

Da p =3 — , so folgt 
a 



— - — \ _ ^* 

2 (2 q: ^j ■" a« qr b»' 



b* 

Bei der Hyperbel ist der Eadicandns der Quadratwurzel gleich Zi* + ^ ^ also positiv^ 

folglich liefert die Gleichung einen einzigen reellen Werth für z, der positiv ist, weil Zi nach der 
Fassung der Aufgabe positiv genommen werden muß. 

Bei der Ellipse ist ebenfalls nur eine einzige reelle positive Wurzel vorhanden, so lange a größer 
als b ist Ist a = b, so erscheint die Wurzel unter unbestimmter Form. In diesem Falle aber geht 

der Faktor 4 ? des ersten Grades der Gleichung 14 j z^ + 3p*z — . 2p'zi Über in Null 

und die Gleichung wird 

3p«z — 2p*zi = 

2 



z = 3 ZI. , 
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j also größer als b^, und da. zi nach der Annahme kleiner 

är, also exlatiren drei reelle Werthe für 2. Die Gleichung 

ip^ __ Sp'zi 

1??^ 4_2p = 0, 
a a 

b* , 2b*B| 

— a^ ' b' — a^ 

! dem Satee von Descartes von den drei reellen Werthen 

iaß trotzdem das Abspringen des Beweglichen nur au einer 

3b* , 2b'z, 



erkennt man, daß 



r Werth zi gesetzt, so folgt 



- a=^ «[* — b*] : (b* — a«) 

b») b* — a^zi*] : (b» — a*) 

Werden deßhalb die beiden positiven Wurzeln mit a und ß 
?a a kleiner als z^, die andere p größer ala zi ist. Da nnn 

=^ zi gleich Null, so kann dasselbe gar nicht in die Lage 

aie Gleichnng 



so exiBtIrt eine einzige reelle nnd zwar positive Wnrzel. 

id Meichgerichtet der Schwere. Man erkennt, daß fOr die 
UtniBse eintreten, anders gestaltet sich die Sache bei der 






T* ist in dieäem Falle gleich 2g (x — x,}, wobei wir voranssetzen, daß die Anfangs 
welche der Stelle Xg, Zg entspricht, gleich Nnll ist, somit 

, dx AH dz 
ds^ ds 

dz 



2 (X - 



Es ist für die Hyperbel 



dz 



^'=hC-4^)j' 



" 4z= ■ 1 + 



^ 2z ^ 



Durch Einfuhrnng dieser Werthe entsteht die Gleichung, wenn man, wie es notl 
dem negativen Vorzeichen absiebt, 



Durch Elimination z vermittels der Gleichung der Cnrve folgt 

4a (X - x„) = (a + X) [p + 2 (2 + l) X + i (2 H- -P) x 

4a (X - Xo) ='ap -f (3p + 4a) x + 3 (iä + -?) x« + -1 (2 + - 

2b^ 
eine Oleicbniig dritten Grades, welche durch Einführung des Werthes von p gleich — di 

(a* + bO x^ -1- 3a (a- + b») x* + 3a^b*x + a* (2ai^ -^ b*) = 
Da das erste Glied der Gleichung keinen Zeichen Wechsel hat, so ezistirt keine 
Der Pnnkt wird also beim Herabgleiten die Cnrve niemals verlassen. 

Anders gestaltet sich die Sache, wenn das Bewegliche mit einer Geschwindig 
der Bichtnng der Tangente an der Stelle, die den Coordinaten z„, z„ entspricht, auf dit 
wird. In diesem Falle ist v* = k* -j- 2g (x — x^.) Dieser Werth von v' führt ; 

(a* -i- b-O x' -f- 3a (a* + b^") x' ^ 3a»b*x + a" fb* ^- 2a (x^ — |^ 
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o4er ffir z, 7 -r- a gesetzt, 

2a* / , . k»\ 



8 3a* 2a* 



a» -f b» ' ' a« + b» V ' ^ 2g. 



= V-^T^ (» + ^ -S + V (a' + bv (*'^'"~2l) 



a»« 



(a> -f b*)» 



+ V -^r^, (* + ^ - C) ~ V (a^ + b^' ("^ + ^ - ^) 



»s 2 a" 



(a* + b*)» 



oder * 



" "Ypttp [V* -^ •• - S + V(* + '" - 1^)' - iTqrp 



Ist Xq = S"> ^*8 ^®^* ^* ^® Geschwindigkeit, mit welcher da« Bewegliche auf die Hyperbel 

geworfen wird, gleich der Geschwindigkeit, die es erhalten haben würde f wenn es im freien Fall ohne 

Anfangsgeschwindigkeit den Weg von der durch den Scheitel geführten Horizontalen bis zum Punkte 

/ . k«\« a* 

x^j Zq zurückgelegt hätte, so geht der Radicandus la + x^ — --I ^ ^ über in a* — ^^ 



a* 



a^)« 



2g/ a^ + b« a« + b» 



g , . Letzterer Ausdruck Ist positiv, somit existirt eine einzige reelle Wurzel. Das erste 

a ' I D 



Glied der Gleichung 



. 3a* , 2a* / , . k«\ 



a* -f b« -^ ' a« -f b« V ' 2g> 

k^ 
zeigt für Xa = — zwei Zeichenwechsel, und da die Differenz zwischen der Anzahl der positiven 

2g 

Wurzeln einer Gleichung und der Anzahl der Zeichenwechsel des ei^ßten Gliedes stets eine gerade Zahl 
ist, so ist die Anzahl der positiven Wurzeln der Gleichung gleich Null. Die einzige vorhandene reelle 
Wurzel ist also negativ. Wird dieselbe mit — yi bezeichnet, so folgt als Wurzelwerth . von x, 
xi = — yi — a. Das Bewegliche wird also in diesem Falle die Curve nicht verlassen. 

k» 

Ist a -f- Xq = r-, das heißt ist die Wurfgeschwindigkeit gleich der Geschwindigkeit, die das 

2g 

« 

Bewegliche erlangt haben würde , wenn es im freien Fall, den Weg von. der durch den Mittelpunkt 
der Hyperbel geführten Horizontalen bis zum Punkte x^, z^ zurückgelegt hätte, so liefert die Gleichung 
die Wurzeln 



yi = 0, yii „, = dl a 



2 



V; 



ra V a» -)- b» 

HieranB f g, Jl 

Xi = — a, xn = a I — 1 ± " 

a JZ 
Der erste Wnrzelwerth ist negativ, der zweite ist Nnll oder positiv, je nachdem 



y/a» + b» 

b 
gleich oder großer als 1 ist, d. h. je nachdem a gleich oder größer ist als "7=. Wird also beispiels- 
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»i-->. 












weise das Bewegliche auf den Scheitel der Cnrve in der Eichtnng der Tangente mit einer Geschwiii- 
digkeit geworfen, wie sie der freie Fall durch die Höhe der Halhaxe giebt, so springt es in demselben 

Punkte vor der Curve ab, vorausgesetzt, daß sich verhlüt a : b = 1 : J 2. Eine einfache Betrachtung 

der Große des Kiümmnngshalbmessers für den Scheitel der Hyperbel bestätigt dasselbe. Es muß sein 

V dz SfiT • a flg; (\y, 

— = g T-j a^o ini betrachteten Falle — '— = g -r-. Für den Scheitel der Hyperbel ist — = 1» 
p ds p ds ds 

a^' + b^^f ^ b^ 

^ "^ ä*b* , ftr X = a, gleich — . 

Nach der Voraussetzung ist b =3 a y/2, folglich p = 2a, daher die identische Gleichung 

2g a 



2a 



= g. 



k* 
Ist a + Xa kleiner als -— , so bleibt der Radlcandus 
1 ^ 2g' 

kn» a* 

a + ^ — 5::; — 



(■ 



2g/ a« -j- b« 

a + ^ — K' ) < g ^^ ,2 * ^ diesem Falle existiren drei reelle Wurzeln, 



2g/ ^ a« + b 
von denen aber nur eine positiv ist. 
Für die Parabel ist 






(4x + p)^ 



ds V 4x + p' 

somit dz 4z 4- p ^ . p 

*^ ds 2 '2 

• V* dz 

Die Bedingungsgleichung für das Abspringen des Beweglichen ist — = g — . Dieselbe wird 

durch Einführung der aufgestellten Werthe 

2 (X - Xo) = 2x + |, 

d. h. es muß sein x^ = — 7-. Auf der Parabel ist somit überall die Centrifugalkraft gleich der 

4 

Normalcomponente der Schwere, wenn das' Bewegliehe im Scheitel derselben eine horizontale Geschwin- 
digkeit besitzt, die gleich ist der, wie sie das Bewegliche durch freien Fall in der Vertikalen von der 
Direktrix an bis zum Scheitel erlangt haben würde. 



aa e ec ex gppg^* 
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. -v"« 



Mouvement cy 



INous admettoDS qne li 
et la verticale du point de d6; 
d^t«rniinent la position dn mot 
et d^gnant par a le rayon di 
par rapport & nn syBt^me d'axi 



De plus, comme on pe 
rhorizontale, et eupposons qne 
eBt facile de recoUDaitre qne )i 
Gur lliorizöntale z = 2a, et qn 

Le mobile tiproorera d 
monvement qne Taction de la ] 
toire, en sene contraire du ie 
La forte accelfiratrice de la 
d^composable en deux aotres, t 
vement du mobile, l'antre perpi 

Oa verra ais^ment, en 

dz 

i g r-> ^i Ion tient compte di 

par consiquent, le cosinuB de 

dz , 
est — . La seconde anra ponr 
da 

falt Taxe des z avec la normal 

revient an m€me, dn c6t^ oü 1 

Comme la force de r6i 

de la peaantenr aipseent dana 

m'iire est directement oppos^e : 



esignant par F la force uniqni 
F = - E + g 

riv4e seconde de l'arc b par 

forme smvant«. 
dv 

ds 
valenr -j-, pois mnlüpliant le : 

, d'apres la d^finition m€me dt 

gee vers le centre de coarbure 
inr, ptüsqo'il n'intervient pas d'a 
de la AitesBe divlse par le ra; 

-, on arrive & l'6qiiation 

V« d 

(2) - = 67 
P « 

'^Bent« le rayon de conrbnre. 

(ä) Bont donn^ par U. Jnlliei 
I la m^thode donn^ dana I'out: 
r la vitesse entre (1) et (2) pi 
I de anite r^quation de la cycl 

^'_ ± \l » « 

dx» ~ dz * V 2a — z * i 
art de la fonniile (3), la diff6r 

(5, d..V=i| 

nee, si l'on remplace d'z par 

ds 
mt la valenr g^n^rale est - — 

(6) p = 2 ^'ää y''2ä 

mise B0U6 la forme v* = g (> 

(7) y-^ = 2g (2a ~ 



louii 

le ( 



au 


lien dl 
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Pom- cela 



On voit t 
stante d'i 



La conste 
Position ( 



Poiir z = 
mobile se 



a la fonctlon dn tempg (, 
'be et la poeltion do mobj 



e soft l'arc d'nne cycloide n 
B aar le rayon prolongä d'i 
ile ä l'exteriear de laqnelle 
[nt d^crivant an oentre d 
ila pos6, on n'a qn'ä chang 

r^natioQ de la cycloide n 



': ponr axe des x Hiorizon 
;lve 4 X 



t> (a + b) 



(a -f- b — z)' y'2bz - 



Vdz= 
1 + j"i dx, 

rara, apr^ r^dnction, 

dx. 

; — & l'aide de laqaeUe on 

On en d^doit, < 



